
Kdhlev

✓

G

eometyofcanonicalmetuicsonkdhhvmamalgeb.ci
c Variety

E ij i In cone ( RI KEN i THE MS )



Content 5

§ l Algebrai Variety

§ 2 Ka h len - Einstein moi 、

§ 3 K - st ability

§ 4 Ka h Ier - Rice i flo w



§ 1
.

Algebraと Variety



( Apollo nius.amund B
.

C .

200 )Con ic では

yet域 。 。
hy per b

olic para
bolic e III ptic

D
'

= { (x . y .

z l t R
3

1 x
2
+ y

2
- ポ = of

H c が Plane G = D n H



Can are Identity these Curve s ?

Rational parametrizat.in

2七 、 一 七
2

a が t y
2

= 1 i は 、 y )
= ( Fi . F 2

l

t

as
•

→
・

I s '
ヽ { ( o.is }R

0

( 0 ,

- 1 )

。 y
= f : 1 x . y I = ( t.tl

。 I - y
2

= 1 : 1 x . y ) = ( 噐 、 噐 1

•

→

。 .

→
et

t t
•

・

Al { o } \」



Compact if i Cat i on

RP
"

= { ( X 。

: X
、
i -.- : Xn 1 1 (X .

.

. . .

.
Xn ) t RT of

( X X
、
i -.- : Xn ) = ( Y 。

i Y
,

i . . . : Y
n
I

if t ヨ 入 t Rio

s.tt/iXi=XYi4i:RnctRpho...i...h
( x 、 、

、 、 、

、

Kn ) 1-〉 ( x , ! . . . i l ! . . .
i K

n )

forC.ca?weputE:=llim1l:xiiyi1ERPlfui.yi } cc }
i → s



t

•

→ ne ・

R
2 S

'
ヽ { しい 」 }

0

( 0 ,

- 1 )

R → が : t -) ( 青2
、 無で

t.LY
(S : T 1 H ( SFF 、

「
)R P

'

s
2
+ T

2

( O ! 1 ) 1-) ( 0
.

- 1 )

11

l im ( 1 t.tl

t → ± as



•

→

。 .

→
et

t t
•

•

RI { o } \」

☒ 、 { of → 風
2

: t.tl
「噐 、 噐 1

4 。 I I
RP

'
est RP

2

: (s :T ) 、→ ( 2 ST i T + s
2

: チーふ

い

S
'

( 1 : o 1 pts ( 0 : 1 i - I )

ll

l im ll i t )

t → ± o

( O ! 1 1 1-) 1 0 : 1 : 1 1
1 1

him ( I : t l

t → ± as



RP
' S

、 、

s
l

We often assum Compact mss

for Jinitem SS or well - defined less

of Various in vaiants.notions

( whom log y 、

Inter Section number
.

. .
.
)



We would Like to Study

Higher dim ensionalaual.ge ,

Before Going further ,

l et
'

s o b serve Lower di meansi ondancyu .



Re Place R with

EC
= { (x . y ) E が2

| y
- x

2
= o J

①
2

t.CN ( im .

Q
2

P 、 i = C n L

( No InterSection at as l

L '

R
、 f P は L 2

•

•



Eml fundamento.lu theorem of algebra )

degree d Complex value d poly no mi al

has d - not s in Complex number

~っ Geomty of the Solution set

Of Complex value d ( Multi - Variable )

poly n 。mi d s

See ml well - des cwbed by

the property of the poly void s
、



Algebra c Variety 14

EP
"

i = l ( Z 。
: Z : i : Zn ) | (瓦

、

. . .

.
Zn ) E ビサ 。 }

した。
: Z 、 i . . : Zn ) = ( W 。

i . . . : W n )

iff ヨ 入 E E 、 o s .

t
.

Hi Zi = 入 Wi

4 i : ピ → epn
0 . . . i . . . n

1 も 、 、

・ ・ ・

、
Zn 1 1→ ( E : -.- : 1 : -.- : Zn )



( Project i ve ) algebra Variety /a

is Express e d as

V = { は。 ! . . . ; alt apn 1 PI
しだい

、 Zn 1

= 一 = PK 1瓦- Zn 1 = 。

3

pjaiehomogeueo.rs poly nowh

We are interest ed in its int in

sicgeomtyholomo.phic structure



1 ( qu a d ratio Curve )
a 。
ぶ + a . z? t 92 石

2

+

Q = { は。 i で 「 E 1 E ¢に | b 。 Z 石 + b 、 死な tbz 瓦 で = of

que d ratio form c an be di a g on al
ized

m
ヨ
A c GL 13.41

St . YA ( Q 1 = Q
。

= { ( Zo : Z 、 ! Za If CIP
2

|

だ t か ー だ = o /

Where YA i ( p
2

→ a p
2

1 で : Z 、 i Za 1 1-) は。 : Z 、
i 石 ) A



① P
'
→ QP

2

: IZ : Z 、 1 H ( 2瓦で 、 : だ ー だ : ぶ +ぶ 1

given the following

CIP
' 5 Q

。
i Q JET

biholomophicdijjeom.ph
5 e p

1

(x . y . z I is ( x tFly : I - Z )

、 、

( 1 + Z : x - F y l

( Hz ) ( 1 - z 1 = 1 - Z
2
= 心 + y

2
= (x +F y 1 ( K - Fly 1 )



e.上 ( ellipticcui.ve )
な z 。

E = 1 (瓦 : z 、
i z , c ¢ p

2 1
- 41で 9列 は、

ー な 瓦 1区、 .es 瓦け
= 0

4 。

" ( E 1 = 1 ( x . y ) t El y
2
= 4 (x - ei ) ( x.eu いい e 3 ) 1

Images of Yi (El n R
2

s (k
y
2
= パー x t l y

2
= が 一 K



Wei ers trans G function ( 1 8 7 2 )

A = { n t T.ME IC ln.vn E Z l
_

Im t > 0

と

E / n = { [ z ] l z e e } y

[ z ] = [ W ]

ij f ヨ h.int を st
.

z =

wtnttmholomovphic.fi
¢ 、 n → ¢

Z 1-) 主 2 十 [ (
入 f Al 。

(Z ttp
-

」
2
)

入
T

。
ーー。

(
. f ( z + n t Im ) = f (Z 1 G

_ 。
G

i や 1
2
= 4 lb - ei 11 S - ea 118 - ei 1 TTI



→ f : (ein ) /n → ¢ p
2

[z ] 1-) ( 1 : § (z ) ; §
'

( z 、 1

Y ° に extand I to Chi Ee
、 ez.es

ヨ
y

-
- - - - - > a

Universal YIN ) = M '

t tCover ヨ y ij j
① 1へ ーーーーー> 41べ

T & t
'

are

holom.ph ic m 。 山 Ian

structun

i. e
.

ヨ (
a b

/ c d ) t SL は 、 列

や
"

Con found
t

'

= {鼠Stmけいい



H / S L 12
.

Z 1

imo_diofellipticcurues.j.inValiant t ' KIDS h 12 . Z ) is closed

①
but not Je

G 」 に )
3

j に 1 = 1 7 2 8

g に 13-2793 に 1
2

9 2 に )
= 6 。 [ 入

-4

入 t へ

93 に 1 = 1 4 0 [ 入
- 6

✗ t



Riemanniuuifovmizati.in theorem

Every 1 - dim en sioud Smooth algebra
'

L Variety

is a guot.eut Space of on of

CIP
'

.

G
.

B = { ☒ e e 1 は 1 < 11
^

しん7 not biholowy.li c
( Lion Ville theorem )

Image of Universal Cover
D ヨ

ftp.t- 仍分 一 の。
s し

、- R

genus
= 2

ei 0 c-1 0



§ 2
.

Keller - Einstein miwa



Re cell al gets wie Variety is written as

V = { は。 ! . . . ; alt apn 1 PI
しだい

、 Zn 1

= 一 = PK 1瓦- Zn 1 = 。

]

pjaiehomogeueo.rs poly nowds

Smooth Variety

for each i = 0
.

1 . . . .

.

n
、
j = 1

.

. . .

.
K

Pj 。 y i : ビナ E is a poly n.mil

S i : = ( Pi
° Yi .

. . . .pk of i ) ン ピ → eK



Su
pp use K a n and Jacob Ian Di i

has rank k at )( t Yi
' ( V1

.my
B = { z E E

に K
1 IZ 1 〈 I )

iwplicit ヨ
S

.

t
.

Y ( 01 = K

function
Y l "とゆい

| yiiye.ietheorem Yi
'

(v) c ¢
の

f し yi rk Ph Y = n - K

V < ¢ pn

→ Chart of V at x
.

V " Smooth a y 、
if SingHara

t )(



→ Atlas of V whole Co or di ute changes
are holom.ph

'

c

Note :
even When V is given by

explicit equation s
,
Chant s

y : B → V many be quite

iwplicit.i.it 、ここ
Chart



Killer meter c

A Killer with c on B = { Z E Et は 1 < ij

is a Smooth map g : B → Herr ( l × l )

s
_

t 、

ヨ
f : B → R Killer potential

g にい こし 盛」zj
は 11
ij Complex Hess Ian

点 = 言 ( 品 + 店前 )

高 こ ま ( 方は 一 京 方 j )



The Ricci_ofakohlermt.ci c g

on B is the following mi

Rie (g) : B -) H em ll × ll

Rie 1 g) ( z ) ! = - 1
"09 det G , z , y

ijJ z i j z j

Return This coiv.ci des with the usual

Rice i cur rateU in Riemini an

from
t

y .

( for a Kohhi mm
'

c g
)



1

Q End idea n mthe ( flat mtcic 1

g
= (

'
i

.

O

) Constant Set
E O

'

l

f = IZ P
.

Rio ( GE 1 = 0

E

・ P o in c are meter 、 ( hypenboli.mu ic I

和 = 2
、広弘 (

トが+1が たか
、

Iizj いが+
d

Jp = . 2 log ( いは に 1
.

Rie 19 p
1 = 一 gp



Q Fub ini - Study mtvic

け ☒にが でな

)i.g Fs = る

し 、磯 ( - Ei Zj に は にしび

Is = 2 log ( 1 +1が 1
.

Richs
) = G is

as well -defined for z E

Gent
We canextendthismutu.to

a mthe on CIP
l

( GE Can int be Extended to CIP
'
1



Kihkvmtw.co n algebra
'

c Variety

V : a Smooth Variety

{ t の : B → v1 の EA
: an aHas of V

A Ka h len mini on
V is a Collection

1 g x : B → Hevii)

ojkahurmticsondtAB.si
.

H t.PE A
R '-なつ

。
かが※災る た移𤇾)

=

o.fiな「
o 4 の



に䒑 This is equivalent to g.ie a

Rie

maniaumntvictensorgs.tn(
'

- G は 一

、
丁 ー ) = g

2. For w i w 1 -.- 1 = g は -.- 1

dw = o

Where J : J 主 i ニ
上

dyi

丁 な i = - 主 i

Restrict i on of a Ka hmmtvi.to anynot

Complex Sub Man if ld is KaHer

→ al g Variety V c EP
"

has a Katiev mt .



Kodaiva ( 小平 邦彦 ) uses the

exisunaofkohlermetic.toShout Various Properties

of algebra
'

c Variety .

(
ば H Me deComposition

HK ( X
.

e ) で HP (x ) )pt f = K

HP (XI = HT

Description ojmetvic.is un important .



Kaher - Einstein moi 、

A KE h Lev moi c g = { G の S の EA on V

is called Kevin - Einstein

if ヨ 入 t R s .
t .

H
の E A

Rio ( g 。 ) = 入 g 。

G. 、 ( ビ g E 1
.

( B
"

. gpl.IQ Ph
. g F 、 I

are KE

2
. Any 1 - dim Smooth Variety admits KE

.



五 ( Mi y a 。 Ka - Yan )

If V a dunits a Killer - Einstein mtic
,

then ( c 、 (v)
2
-

2 (げ
_

1 c
。 ( V1

.

L
"

) E o

with the equal ity if the Universal Cover

of V is biholomoy.hu to com of

CIP
"

.

ピ
.

B
"

L = 1 g の ij Kind列 も げ (X . HI

Cu ( v1 = 1 Rie 1 9の 1 ij d z In
d列 し げ ( X . R 1



Classical theorem s on KE mi

型 ( Cal abi
.
Band o - M abuchi.Be.im an - Bernd tson )

Given a Smooth Variety V
,

KE mtvicso.ve unique in a site

busense.it
itexists.rs

Rie

manniaugeometyoJKEmtu.mu
st veflectalgebvai.ge 。mty of V

.



は V admin KE mt Rie (g) = 入 g 、

then a ( V ) = 入 ト
、

凹 ( Au bin
.

Yan )

S upposevsatisf.es c 、 (VI = XL for XE 0

,

then U a d units a KE met ( in h 丿
.

Re

will = 0
,

then ム ( V ) = 0
.

Such Variety is called Cal abi - Yan Variety
.

C Y Variety ⇒ ヨ Rice j kt KE



e. degree d poly

nomidtsuppc.seV = { を E 41が 1 p は 1 = o J .

d > n + 2 ⇒ c 、 ( v1 < o ヨ KE

d = h + 2 ⇒ C 、 ( v ) = O ヨ Rio = 0

d < n t 2 partial results ( 20211

When n = 1
.

4

d > 3 genus J ( d - 1 ) ( d - 2 ) - Curve y s

d = 3 ellipic Curve s

d 〈 3 CIP I SET



Fan o Variety

When C 、 CV ) > o
.

V m a y not a d init KE mini、

et 4 P
2

FS

EP
2

# T 2

、

QP
2

# 2 GT ) KE

¢ p
2

# 3 T
2

ヨ KE



KiHer class

Given a Kidhlerme.tn c g = 1列 。 明
on V

.

ve Can per tuvb it

by a Global functionrenren.nnn.fi V → R

as

g
'

! = { g.tl 器官が an

Such g
'

is called

in the Katie 、 class of g .



The set of Kdhw des 」 es

と
v

; = { K ihlevmt.is on V J 1 ~

g ~ g
'

ijj
ヨ
t : V → R s

t.gl= g.tl
る 。主な
NIE j

I ij

is an Open cone × com of

a j wie dimns.oweveetr Space H
"
(x

.

RJ

n

H
2

( X .
R 1

R-gn.gl iff [w ] = [ W
'

) E H
2

( X
.

RI
.



§ 3
.

K - st ability



Deg em ratio n of Variety

V i a Variety of dim n
、

A test Configuration or ビー e quivan
'

auf

deg em ratio n is a EX - equivalent proper

holomoyh.cm g 元 : N → ¢ of vaie.ie 、

o o
en doned WI ビ ビ

abiholomoyhismi.UA だい 1
.

※もし



e.£ V = CIP
'
↳ ep

2

( X : Y ) 1→ 1 ×
2
: Y

'
i XY I

The Image is 瓦 を 、
一 だ = 0

¢ p
2

S EX (z : z ,
i z」 .

t = ( t Z。
i で : El

Put

NV : こ { しし Z 。
i を 、 : El

.
t.IE ICP

2

× E

| z 。 z 、
一 tだ = o }t.lt

t

て 。
こ { し Zo : z 、

i za ) E CIP
2

1 z。 z 、
= of LET



When U is a Fame Variety

We Take

と i
a d - equivalent ( in bund U ou N

st.it と t d et TV

We c an com put if y N by gwiy

V × E by +ム ビー eg
い map V × ビ → V

(x.tl 、→ im t '

T → CPI

→ ( と extends to E on F



Donald sou - Fate Ki Invasion

DF (V . と 1 i = 一 ( c 、 ( F / CIP
'
1

.

En )

+ 品 ( Em ,

A F an o Variety is called K - stable

if DF しT.LI > O for
H
(t.LI

nontniid



Yan - Tau - Donald s on c 。Jean

Im ( Chen - Donald 」 on
- Suu

,

Tau
.

2 0 1 2 )

Smooth Fair o Variety V a d units a KE mt

旧 V is K - stable
.



Application : Model i of KE Fame s

T_mlodaka.LI - Wang - Xu )

There is an algebra
'

c Variety

pavametvizing.tl KE Fano mtd s

( of Blum
- Liu - Xn Lo )



ldeeof_Canalyziughwm.vn Hans droit t l init )

Fi × G
'

。 ← L

Rie ( ge ) = ( l - t ) gi + tgt く*い

た 。 Rie 。 ) = gi

た 1 Rie 1 g 、 ) = g 、

t : Open

☆ t i closed und et K - s tability asuupti。

⇒ { t t [ o .

I ] | (水 ) -、 has a Solution }

is Open & closed
、

= E
.

1 ]



(* t
。
) t to

( V.ge ) → (vo.ge 。
)

G www.tlansd.tt 2
はた )

で
Fいた = o

た。
☒「た.io

Fut 、
< 0 と



§ 4
.

Killer - Rice i How 、



Ka h Ier - Riceif ww

え gt こ gt - Rie cgi

Karel et Rice i sdi ton

- L を G = g - Rio Cgi

W ( Chen - Sun - Wang
'

15 )

KR flo u on Smooth Farm V

cone yet to a KR sol.tn on V 。

in GH to po log y .



( Dervan - S z e' Key Wi
'

16
、
Han - Li

'

20 )

publ is h
'

2 0

Deg em ratio n V m
"

Vo
"

miniuizes

H - Invasiont among
a ll deg emwtion I

The mini mi zur」 are nm い

匝 ( Blum - Lin - Xu - Zhang
'
21 )

The miniwith unique ly exi 」 t 」

even for Sing
ute v V

.



II ( I
.

'
19 + と 。 )

There is an algebra
'

c Variety

pavametvizing.tl KR s Fano mtds

{ + csck

µ
- csc K


